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El anillo convolucional de Dirichlet, estructura central de la
Teoria Analitica de Numeros, es un dominio de factorizacion unica.
Pero en este anillo abundan los elementos inversibles, por lo tanto
los elementos primos tienen demasiados elementos asociados. Esto
disminuye el alcance practico de la factorizacion en primos. En
este trabajo presentamos una factorizacion unica de los elementos
inversibles en términos de funciones fuertemente multiplicativas en
potencias. Paralelamente, introducimos una accion del grupo S(e)
en el anillo, que denominamos accion primaria, y obtenemos una
invariante del teorema de factorizacion de unidades. Finalmente, las
series de Bell resultan ser las generatrices naturales para el estudio
v aplicacion de los resultados tedricos obtenidos, aplicacion que se
puede extender a las series de Fourier fuertemente convergentes.
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Introduccion

El anillo convolucional de Dirichlet, que indicaremos con
el simbolo 4(¢), es el anillo de las funciones a: # - ¢ con las
operaciones de suma punto a punto (i.e. (@+h)n) = a(n)+bn)
para todas a 'y b en 4(¢) todo entero positivo n) y el producto

b) (n) = dbﬂ): b
@)= a@ (d Samrw

A(C) todo entero positivo n. La primera suma se extiende sobre
los divisores enteros positivos d de n y la segunda sobre todos
los pares de factores enteros positivos A, k de n. Para el pro-
ducto punto a punto utilizaremos la notacién habitual ab, es
decir: (ab)(n)= a(n)b(n) para todas a'y b en 4(¢) todo entero posi-
tivo n. A diferencia de este producto, la multiplicacion (1.1) no
tiene divisores de cero, lo que tiene una importancia no me-
nor para las aplicaciones. El elemento neutro es la funcion e;:
#-{0,1} tal que e, (1)=1y e, (n)=0 para todo n> 2. Los elemen-
tos inversibles, es decir, sus unidades, son las funciones a: # —
¢ tales que a(1)=0. En este caso, el inverso es la funcion a *1: ¥
- ¢ definida mediante las formulas de recurrencia

@ 1(1) =
a(l)

a*1(n)= LE a(g) a*1(d) sin>2
a(1) din

d<n (1.2)

La estructura de este anillo conmutativo, que es un objeto
central en la teoria de numeros, ha sido extensamente
estudiada, por ejemplo en Shapiro, H. (1972); Cashwell, E. D.
y Everett, C. J. (1959); Elliott, J. (2008) y Téth, L. y Haukkanen,
P. (2009). Se trata de un dominio de factorizacion unica, y
ademas es un anillo local con ideal maximal# = {a€e#(C) : a
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(1)=0}. No es noetheriano, mas aun: admite una cadena
estrictamente creciente de ideales no estacionaria y por lo
tanto tiene dimension de Krull infinita. Al grupo de unidades
lo indicaremos con el simbolo usual #(¢)*. Este grupo admite
el subgrupo

#(C) *={ae#(C):a(1)=1}

(1.1)

que va a jugar un papel central en este trabajo. Desde el pun-
to de vista de la teoria analitica de niumeros, recordemos que
cada elemento ae#((C) tiene asociada su correspondiente
N an)

serie de Dirichlet: ®,(5) ‘2 ", donde s es una variable
compleja. La propiedad claVé de estas series es que para cada
par de elementos a y b en #( () se tienen las relaciones ¢,
()= )+, () Yy ¢,.,(5)= @ (5)p,(s). Esdecir: laapli-
cacion a - @_es un homomorfismo de anillos (del anillo # ()
en el anillo de series formales de una variable compleja). Una
referencia excelente —y ya clasica— sobre los elementos mas
importantes de este anillo (v.gr. la funcién de Mébius, la fun-
cion de Euler, la funciéon de Liouville, la funcion de von Man-
goldt, etc.) y sus correspondientes series de Dirichlet siguen
siendo los dos siguientes libros de Apostol mencionados en
la bibliografia: Apostol, T. (1976) y su continuacion, Apostol,
T. (1990).

El anillo #(¢) admite una topologia muy interesante,
dada por una distancia ultramétrica d:#(Q)x#A(C)—{0}v
{(1/n):eN}, que ha sido estudiada, por ejemplo, por H. Shapiro.
Su definicion es bastante natural para un algebrista:

0 sia=b
_ 1 si azh
d(a,b)= min{neN:a(n)zh(n)} 1.2)

Esta métrica interactua fuertemente con las propiedades
algebraicas del anillo, dado que para toda terna a, b, ¢
de elementos de #(¢) se verifica d(a+c,b+c)=d(a,b) y
d(axc,bxc)=d(a,b). Observe que con esta distancia, #(C) es
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un espacio métrico acotado y se puede probar facilmente que

las operaciones del anillo son continuas (es decir: respecto

de esta distancia, #(C)es un anillo topoldgico). Entre otras
propiedades topolodgicas, podemos mencionar:

1. el producto (t,a) — ta de elementos a € # (¢) por escalares
complejos ¢, no es continuo (por lo tanto la estructura
de algebra compleja de #(¢) no es relevante para esta
topologia).

2. cadaelementoa € # () esun punto de acumulacion.

3. losunicos conexos no vacios son los conjuntos con un solo
elemento.

4. para cada entero positivo 7, la bola

B(O;i):{ae;#(a): d(a,0)< l}
n n

es un ideal, al igual que su clausura. En particular para n
=1, B(0;1 )es el ideal maximal y su clausura topoldgica es
todo el anillo. Es facil de probar que el grupo de inversibles
es exactamente la esfera {ae# (C):d(a,0)=1}.

5. paran>2,B|0; 1) escerrada y su clausura es abierta.

6. paracadaen erg positivo n, la funcién #(¢)— C,esa +~
a(n)continua.

7. #(C) es un espacio métrico completo no compacto ni
localmente compacto.

8. el grupo #(¢)* no es compacto ni localmente compacto
y no es discreto, por lo tanto no es un grupo topoldgico
profinito.

Shapiro estudia las derivaciones en el anillo #(C)
utilizando, entre otras herramientas, la siguiente propiedad:
todo elementoa e # admite la expresion -

aeA(C) P a 2 a(ne,
n=1

donde para cada entero positivo n, e (m)=1y e (k)=0 para todo
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k=ny la serie converge en el sentido de la métrica d, es decir:

k
kLi_n)zm dla, 2 a(n)en):o
n=1

Hemos resumido muy brevemente algunas de las
propiedades algebraicas y topoldgicas de este anillo. Pero
no podemos dejar de mencionar que la estructura de este
anillo merece una investigacién mas profunda. Por ejemplo,
el dlgebra de Lie (de dimension infinita) de las derivaciones
en #(C¢) parece tener una estructura muy interesante y no
ha sido estudiada aun, hasta donde tenemos conocimiento.
Tampoco hemos visto en la literatura ninguna mencion a
ciertos aspectos homologicos, como por ejemplo el funtor
representable R - # *(R) y la correspondiente algebra de Hopf
(R es cualquier algebra conmutativa con unidad sobre un
cuerpo de caracteristica 0).

En las dos secciones siguientes presentaremos Yy
demostraremos dos resultados originales, el primero referido
a una accién del grupo infinito de permutaciones en el anillo
#(C) vy el segundo sobre dos teoremas de factorizacion de
unidades. En la ultima seccién cerraremos el trabajo con
aplicaciones a la factorizacion de series de Bell y de series de
Fourier fuertemente convergentes.

La accion primaria del grupo S(e)

El grupo S() es el limite directo de los grupos simétricos
S , es decir, es el grupo de permutaciones de soporte finito en
un conjunto infinito numerable. Este grupo ha sido objeto de
estudio intensivo en los ultimos decenios —ver, por ejemplo,
Okounkov, A. Yu. (1994)- y nosotros utilizaremos una
version adaptada a nuestros propositos, que es el grupo de
permutaciones de soporte finito del conjunto P=¥de numeros
primos, con el orden inducido por el de los enteros positivos.
Utilizaremos la notacion S(P) para este grupo, es decir, el de las
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permutaciones y.P—P de soporte finito. Este grupo actia en #
de la siguiente manera: dada ye S(P) definimos ¥.1=1,y para

. _ Vp(m .,
cada n>2, siendo n—l;LP SU descomposicion en factores
primos (es un producto finito), definimos:

= Tp(m
y.n Igy ®) 21)

La comprobacién de que se trata, efectivamente, de una
accion de S(£) en ¥ es inmediata. Indicando con S, el grupo de
permutaciones en # (de soporte finito 0 no), lo que tenemos es
un monomorfismo de grupos S(P) %Sy~ 6_y:n-y.n. Este
monomorfismo tiene la interesante propiedad que ningun
elemento de su imagen (excepto la identidad) tiene soporte
finito. Obsérvese que para cada yeS(P) se tiene el elemento
a_y€#(( )definidopora_y (n)=y.n paratodo n €. Estas
funciones son fuertemente multiplicativas, es decir: para
todos m y n en # tenemos que a, (mn)zay (m)ay (n).Larazon es
muy sencilla:

v.ammy=] Ty @y =] Ly @y#™+ %"=

pEP pepP

{T1r (p)Vﬁ“”’) ( ITr (p)Vp“”) - . (v
eP

DEP
(2.2)

Ahora, la accién (2.1) se transfiere al anillo #(¢) de manera
natural: paracadayeS(P) ycadaae#(C):

vneN:a'(n)=a(y.n) (2.3)

Obsérvese que, efectivamente, para cada par de elementos
y,0€S(P):((a”)°)(n)=(ar)(o.n)=a(y.(o.n))=
a((yoo).n)=(a)(n). Lo notable de esta accion es que
es compatible con las operaciones del anillo, y ademas es
continua (para la topologia ultramétrica).
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Proposicion:

i. Paracada par de elementosay b en #(¢)y cadayeS(P):
(a+b)r=ar+b"y (axh)'=a”+hr. Es decir: la aplicacion
0y:#(¢)—>#(d?) tal que 0, (a)=a? es un automorfismo
enelanillo# ().

ii. Para cada yeS(P), el automorfismo 0, es continuo
(respecto de la distancia (1.2)).

Demostracion:

La identidad (a+b)r=av+ b se deduce trivialmente de la
definicién de la suma en el anillo # (') . Ahora, para cada n:

I:y.h
(2.2)

(@+b")(m)= ; a (b (k)= Z a(yh)b(y k) 4 Za(l)b(m) =

G Loy Lm=n

Yab(m) = Ya)b(m) = (axb)(y=n) = (axb)’ (1)

v Yim)=n Im=vy.n

Probemos la cont1nu1dad de 0 dados ae#, ye>0, sea
meN talque m>— Eligiendo

_ ! se tiene (para cualquier b=a):

max{y.1=1,y.2,....,y.m}

d(a,b)<é6=>min{neN.a(n)=zb(n)}>max{l,y.2,...,y.m}=
b(1)-a(1)=0,...,b(y.m)-a(y.m)=0=
= (1)-a' (1)=0,....by (m)-a* (m)=0=>

smin{neN :ar (n)zb" (n)}>m=d(a",h")<(1/m)<e

253



254

Publicacién de la Universidad de la Defensa Nacional
Revista Defensa Nacional - Nro 6 - Diciembre 2021

Es decir: @y escontinuaena.o

Es facil comprobar que el homomorfismo de grupos
S(P)SAut(#(Q)) es inyectivo: sea I, la identidad en #;
entonces 6 (I,)=I,7=I, < paratodone¥: y.n=n= para
todo primo p:y(p)=p , es decir: y=1 y,. Tenemos, entonces,
el subanillo # () *® de invariantes y los subgrupos # ( ¢) «5®),
#(¢),+5® del grupo de unidades. El anillo de invariantes
contienefuncionesmuyimportantesparalateoriadentimeros,
como por ejemplo la funcién de Mobius y la de Liouville. Dado
queesteanilloesisomorfoalanillodefunciones#/(S(?)) = €,
la clasificacion de los elementos invariantes puede llevarse a
cabo a partir del estudio del cociente # /(S (P)). Este estudio
puede encararse desde un punto de vista combinatorio y las
orbitas quedan identificadas mediante objetos similares a los
diagramas de Young. Insistimos en que no hemos encontrado
ninguna mencion a esta accion del grupo S(w)=S(P) en la
literatura existente hasta el momento. Ahora, dado que #(Q)
es un dominio de integridad, la accién pasa naturalmente
al cuerpo de cocientes Q (#(Q)) y se tiene la inclusion obvia
Q (A(C)’P)=Q (#A(€))*™. Un problema interesante para
investigar es esta extension de cuerpos, y para ello puede ser
util el resultado que presentamos en el siguiente parrafo.

La factorizacion MB

Hemos mencionado que el anillo #(¢) es de factorizacién
Unica. En general, esta propiedad es una herramienta decisiva
para el estudio de la estructura de un anillo, pero la desventaja
que tenemos en este caso es que cada elemento primo de
#(C) tiene demasiados asociados, pues el grupo de unidades
A(C)* es “muy grande”. Nosotros hemos descubierto una
factorizacion unica de estas unidades que pasamos a describir
y demostrar. Observemos en primer lugar que alcanza con
factorizar los elementos de #((),* pues para cada ae#(()*
tenemos que
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ae# (0),"
a(1)

En el caso en que a(1) =1, las férmulas para el elemento
inverso se simplifican un poco:

D) a*(1)=1
(n)a*'l(n)z-%a(%)a*'l(d) (3.1

d<n

Para aliviar un poco la escritura, escribiremos # *en lugar
de # (¢),* . Consideremos los siguientes subconjuntos de # *:
(M.1)M,c#4* es el conjunto de las funciones ae#*
fuertemente multiplicativas, es decira(1) =1ya(mn)=a(m)
a(n): ypara todo par de naturales my n.

Observacion 3.1: Recordemos que las funciones
multiplicativas son aquellas que verificana(mn)=a(m)a(m)
para todo par de naturales coprimos m y n; el producto de
a b dos funciones multiplicativas es multiplicativa, pero esto
no ocurre con las fuertemente multiplicativas. Por lo tanto, M,
no es cerrado sobre el producto.

(M.2)M,c# *es el conjunto de las funciones “fuertemente
multiplicativas en cuadrados” y que se anulan en los no-
cuadrados, es decir: () a(1)=1, (@) a(n)=0 si n>2 no es
un cuadrado y (iii) a(m? n?)=a(m?)a(n?) para todo par de
naturalesmy n.

En general, para cada entero £>2 definimos

a(l) =1
(M.R)aeM, =n¢{m" meN m=>2}=a(n)=0
a(m*n*)= a(m*) a(n*) para m,nexn
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Estos conjuntos no son subgrupos de #*, pues no son cerrados
sobre el producto. Obsérvese que todos ellos contienen a la
unidad e,. La siguiente familia de subconjuntos es una familia
decreciente de subgrupos de # *:

(B.1) B,={a€#*/VpeP:a(p)=0}

(B.2) B,={a€# */VpeP:.a(p)=a(p*)=0}

En general, para cada entero positivo k:

(B.k) B,=={a€#*/VpeP:a(p)=(p?)=a(p?)=....=a(p")=0}

La comprobacion de que los B, son subgrupos de # * es
bastante sencillo. En primer lugar, es evidente que ¢,€B,
para todo k. Ahora, dadas a y b en B,, para todo primo p y todo
exponente i€{1,2,3,...,k}
(a7‘-b)(pi)=d2/a(d)b(pi/d)= Zod(pf)b(pi'fE
p' J=

=1 =0 =0 =0 =0 =1
—— ————

= a(1)b(p))+ ’iia(pf)b(pf-m a(p)h(1)=0
2

Finalmente, dada a B,, para todo primo p y todo exponente
i€{1,2,3,...,k},de (3.1) tenemos

a(p i):;,%,,-“ (p'/d)a(d)=}% a,i'(}oﬂ) a p)=-a)a
d<p' AP S . ,
:-a(l)a*-l (pi)+ g‘; (l(p]) a1 (pl-j):_a...l (pl)
Es decir,a™! (p?)=0. !

La primera propiedad importante de estos conjuntos
estd relacionada con la accién primaria.

LEMA 3. 1: Los conjuntos M, y los grupos B, son S(P)- estables.

Demostracion:

(@) SeanaeM,yyeS(P) .En primerlugar, a’ (1)=a(y.1)=a(1)=1.



Daniel Prelat, Nelson Monzén y Martin Maulhardt

Ahora, para cada n >1, n es una potencia k-ésima de algun
m=IIp"»m sii n=IIpt»™ sii y.n= Hy(p)’”p (m=(y.m)*. Es
decir: 7 no es una potenc1a k-ésima sti y.n ino es una potencia
k-ésima.Porlotanto,a ¥(n)= a(y.n)=0 sinnoesunapotencia
k-ésima.

Finalmente:
a’ (m'n*=ar (I1p *» ™+ o @)=a(Ily () m+ k)=
=a((y.m)* (y.n))
=a((y.m)"a((y.n))=aly.(m")aly.(n")=a (m*)a(n’)

(b) La estabilidad de cada B, es mas sencilla aun de probar:
sean Yy . Entonces, para cada i€{1,2,3,...,k}: b"(@)= b(y.
@N=b((yp)H=0 0O

Ahora, presentamos los dos resultados principales (y
originales) de este trabajo.

TEOREMA 3.1: Para cada ae# * y cada entero positivo &,
existe una unica secuencia (d,,d,,...,d,)EM,xM,x...xM, y un
unicoa’,€ B, tales que:

a= alzcazzc.“wak:c a

k (3.2)

Demostracion: Probaremos primero la existencia de la
secuencia del enunciado mediante induccion sobre k.

(1) k = 1: Dada ae#* necesitamos encontrar un elemento
a,e# * fuertemente multiplicativo y un elemento a’ e#*
que se anula en los primos y tales que a=d,* a',. Para esto,
consideremos la aplicacion 0,:# * —# * tal que:

0, (@)(1)=a(1)=1

n>1

6, @IIp»)=Ta(p)» (3.3)
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Esta aplicacion verifica:

() ae#* es fuertemente multiplicativa sii 0,(@)=a. La verifi-
cacion es bas‘;grllte sencilla: si a es fuertemente multiplicativa

entonces a(l;[ p»)=Ila(p)%w™ para todo n > 1. La reciproca se
deduce de la siguienfe propiedad:

(1) Para toda ae# *, 0, (a) es fuertemente multiplicativa:
—m

01 (a)( l;[pr(n)Wp(m)):l;[ a(p)Vp(n)+Vp(m):(1}:[ a(p) Vp(n)) (l;[ a(p) Vp(m)):

0, (a) (n) 6, (a) (M)

De estas dos propiedades se deduce:

(i) 0,0 6,= 0,y 0,(#,%=M,.

Ahora, definimos 4,=6.(a) and a',=d,"'+a. Como d, es
fuertemente multiplicativa, su inversa es d,”'=u d,, pues

=4dl(n)l
(dl"’(ﬂdl))(”)?ndl(”/d) a,(du(d) =a,(n)(1xu)(n)=
=d,(ne,(n) "= e (n)

Pero para entender mejor el paso siguiente es preferible
prescindir de esta formula, que por otra parte no es realmente
necesaria para lo que sigue.

Ahora, debemos probar que a'(p) para todo primo p
(recordemos que #,* es cerrado sobre el producto, por lo tanto
tenemos garantizada la igualdad a’,(1)=1). Veamos:

@ (O)=5.4, (/) 4,7 (D=4, () 4,7 (1)=-d, (p) -a(p)

d<p
Por lo tanto:

a’, (p)= @G, *a)(p)=d, *(Pla@)+a, D a@)=a, " (p)+ap)=

=-a(p)+ a(p)=0
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(2) k—>k+1 Supongamos (hlpote51s inductiva) que a= d,*d,* *
.» donde (4, , @) eMxMyx..xMxB,. La 1dea
natural ahora, es factorlzara =d,,.* a”,m,cona +1eMk+1ya o

€ B,,, . Definamos 0, :# * —>;41X tal que
0,.,b)(1)=hb(1)=1

k+1

0,.,(b)(n)=0 si n>2 noesunapotenciak+1-ésima (3.4
ne1>1
k+1(b) (Hp(k+1)vp<n>) def Hb (pk+1) Vp )
Entonces:

©) beM (b)=b: en primer lugar, sibeM entonces

(k+1) (k 1) (k+1)?

b(1)=1
b(n)=0 si n>2 no esuna potencia k +1-ésima
nk¢l>1

y b(l;[p(kn)vp(n)):I;Ib(pkq)vp(n)

(pues b es multiplicativa en potencias (k+1)-ésimas). De (3.4)
sededuce que®,,, (b)=b

La reciproca se deduce de la propiedad siguiente.

(1) Para toda beB
de (3.4).

0,., (b EM, : es consecuencia inmediata

@ii)) 0,,,00,.,=0,.|y 6

k+1

de @y @@).

Ahora, definimos 4,,,=0,,,(a’,)EM, ya' =d:l+a . Loque
nos queda por probar es que @', (@)= a, ,@p)=..= a M(p’“l) 0
para todo primo p (recordemos que a',(1)=1 es automatico).

Paracadaie{1,2,...,k}:
1(p‘)—g; i,.,(0Y/d)a,, " (d)= Zar,“1 (p )ak L Hp)=0

<P

...(B)=M, .. es consecuencia inmediata
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Para la potencia (k+1)-ésima:

aAk+1*-1(.pk+1) :g_lz dk+1((pk+1)/d) aAkJrlt1 (d):
i
<P

1 k-1 =0

=-d,.,(p*") ak+1(1)+Zam(pk*”)am(pf) M(p’“l) a (")

Por lo tanto, paracadaie{1,2,...,k}:

0
@ ()=, @) PD=513 T, @, @), (DT, =0
Finalmente:

a"kﬂ (p')= (akq*_l* a”k) (pt1)=

(l (pk 1) 1 1
:A 1(pk+1)a (1)+Zak+1 1(pk+1])a (pf)+a “1(1) akﬂ(pkﬂ) 0

Ahora, nos queda por probar la unicidad de la factorizacion,
paralo cual supongamos, en primer lugar,quea=a =b = d «b ,
dondea, d, €M, y b, b, €B,. Entonces, para todo primo p:

1

1 0
0=(a,«b)(p)-(d,+b ) (p)=a,(p)b,(1)+a,(1)b,(p)
1 1 0
-d (pyb,(1)-a,(1)b, ()

Es decir: a, (p)= d, (p). Pero a,, d, €M, quedan determinadas
por su valores en los primos (pues son fuertemente
multiplicativas), porlo tantoa, =d,. Ahora, de a,=b,= d,+b, yla
inversibilidad de a, se deduce que también b, = b,.

Ahora, sea k>2 . Tenemos que probar:

al*az*' "*ak*bk:al*az*" xd :‘:b

(@, a,...a,b)EMxMx.xMxB, ) =>a=d,=1,kyb=0b, (3.5

2, ,

@a,a,,...a,b,)eMxMx..xMxB,

27
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Lo haremos en un par de pasos.
(1) Par cada primo p:

a,(p)=(a,=a,x=...xa,=b,)(p)= (G,*d,s...xd,+b,) (D)= d, (D) (3.6)

Parademostrar(3.6),probemosprimeroquea, (p)=(a,*a,x...»a,)
(p): Sik =1, esto es trivial. Ahora supongamos que k>2y que
(hipétesis inductiva) (a,=a,=...xa, ) (p)= a,(p). Entonces:

1 1

0
(a1*a2*"'*ak)(p):(aﬁ"az*'"*akq)(p) ak(1)+ (af"'az*'"*ak-l)(l)ak(p):

= (a,xa,=...xa, )(p)=a,(p) (porhipotesis inductiva)

[a,(»)=0 pues el primo p no puede ser una potencia k-ésima
cuando k>2].
1 0

1
Finalmente, si k = 1 (a,= b)(p)=a,(p) b,()+a,(1)b,(p)= a,(p);
para k>2:
1 0

1
(@ =,=...xa,x=b ) (P)=(a,=a,x...=a)(P)b,(1)+(a,=a,x...xa,)(1)b (D)
=a,(p)

Obviamente, también tenemos que (d,,d,,...d,b)(p)= d,(p) y la
igualdad (3.6) queda probada.

Ahora, como «a, y d, son fuertemente multiplicativas, si se
verifica a,(p) = d, (p) para cada primo p, entonces a,(n) = d,
(n) para todo n>2. Por otra parte, a,= d, es inversible, por lo
tanto, de la hipotesis a =a,*...xa,+b, = a,.d,,...4,b, se deduce

que a,=,x...xa,xb, = d,,d,,...d,b, (3.7)

(2) Ahora, supongamos que k>2 y probemos que a,
(pH=(a,a,x...~a,)(p* para cualquier primo p. Si k = 2, esto es
trivial. Supongamos ahora que k>3 (hipotesis indductiva), a,
H=(a,+a,x...~a,,) (p?. Entonces:

(@y+yx...xq,) (p?)=
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1 0

—_—— ——

=(a,xax...xa, )(pHa,()+(aa,x..xa, )(p)a,(p)+
. 0

(a,xa,x...xa, )(Da,(p>=(a,-a,x...xa, )(p*)=a,p?)

(por hipotesis inductiva)

[obsérvese que a, (p)=a,(p*)=0, pues ni el primo p ni su
cuadrado p? pueden ser potencias k-ésimas cuando k> 3].
Finalmente, si

1 0 0 0
k=2(ab,)(p*)=a,(p)b,1)+ a,p)b,(p)+ a,(1) b,(p*)= a,(p?;
ysik>3:

(a,*a,*.*a,*b)(pH)=
— —2
=(a,*a*..*a)(pHb,(1)+(a,*a*. *a,)(p)b,(p)+(a,*. *a,)

——

(1)b, (p»)= a,(p*

Obviamente también tenemos que(d,d,,...d,b)(p*)=a,(p?).
Entonces, de (3.7) resulta que a,(p?)=d,(p?). Pero a,(1)=d, (1)
y a,, d, son fuertemente multiplicativas en cuadrados, por lo
tanto a,=d,. De (3.7) resulta entonces, si k> 3:

a3s=a4-:.-...s=aks=bk: a,d,,..., ak,bk (3.8)

Ahora, supongamos que k>3 y que

axa. *...xa >'=b b (39)

ks Qh = A0, D,

paraalgun j < k. Probemos primero que (a;:ajﬂ*...*a 2 (p/):aj(ﬂ):

1 i

(axa, »..xa,) (pf):(aj».'=aj+1='=...-::ak_l)(pf)ak(l)+izzl(aj*aj_1='-. kO )
0

@Ha, )

la,(p)=a, (p?)=...=a, (p)=0, pues ni el primo p ni p*p?,...,p sus
potencias pueden ser potencias k-ésimas cuandoj < k]
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Es decir: (axa,,x..xa)(p)= (a s, ) (). SR,
ya hemos probado 10 que querlamos S1 k > j +1, el mismo
procedimiento anterior permite afirmar que

(axa, «.xa)P)=(axa, *. a, )P)= (axa, . xa, ) @)

Podemos continuar reduciendo los factores («induccion
inversa») hasta llegar al resultado deseado: (al JOWEN )
(p)= a; (p/) . Obsérvese que esta igualdad es trivial sij = k
Ahora sil<j<k:

(a.f:aj+1-,'=...e.-akbk)(pf)z

J

1 - 9
= (a,-*a,-ﬂw...yfak><pf>bk<1>+§1 (@@, »...xa,) ()b, ()
(ajz'rajﬂ"f. . .*ak )(pj): aj (p])

[obsérvese que b, (p)= b, (p?)=...= b, (p)=0 pues 1 <j<k]

El mismo resultado se obtiene para la segunda secuencia y
entonces, paratodojtalque 1l <j<k severifica, para cualquier
primo p:

a,(p)=(axa, x...xa,b)(p)=(a,d,,,...a,b)(p)=a(p’)

Ahora, a1)=d(1)=1 'y a, d ambas son fuertemente
multlphcatlvas en potenc1as J- e31mas por lo tanto a=d, para
todojtalque 1 <j<k.De (3.9) se deduce entonces que también
b, =b,ylaunicidad queda probada. o

COROLARIO 3.1 (de la demostracion) Sea (@ ,«a,=...=a .

bk)eM1XM2x...XMkXBk.Entoncesparatqdoprimopycada
JE{L.2 . Ry(apa, «...xa,xb ) (p)=a,(p).O

Nota 3.1: Un aspecto importante de esta factorizacion es que
cada factor 4, es fuertemente multiplicativo en las potencias
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i-esimas y por lo tanto queda determinado por sus valores en
las correspondientes potencias de primos, mientras que el
factor a’, se anula en dichas potencias. Es decir: (3.2) exhibe
el comportamiento de a en las potencias de los numeros
primos mediante funciones multiplicativas; en este sentido,
podemos decir que, cuanto mayor es k, se obtiene una “mejor
aproximacion”, pues el factor a',, a medida que k crece, es
cada vez mas cercano a la unidad e,: para todo primo p y todo
1€{0,1,2,...,k}:a’ (p)-e,(p")=0.Resultanatural,entonces,que
esta factorizacion tenga una relacion especial con las series de
Bell, relacion que estudiaremos en el siguiente paragrafo. Por
ultimo, y de acuerdo con lo mencionado, observemos que, en
particular, si a es fuertemente multiplicativa, su factorizacion
es trivial, pues d, (I] pp”p(m)dctf ]'[pa p)r™=a (]'[pp ™) Es decir:

si a es fuertemente multiplicativa, es d, =ay la factorizacion
(3.2) sereducealatriviala=a ~e,.

Para el calculo efectivo de los factores bj, son utiles el
siguiente lema y su corolario.

LEMA 3. 2: Seaa € M,, es decir:
a(1)=1
n & { mtmexN_}=a(n)=0
a(m*n¥)=a(m*)a(n*) para m,nex
Entonces: a™* = ap,, donde
=1 si n=1

p, (M=
=u(n'*) si ne{mt:mexN ,} (3.10)

Observacion 3.2: las funciones p, no son Unicas: pueden
definirse arbitrariamente fuera del conjunto{m* m e __}.
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Demostracion: Lo que tenemos que probar es que ax(ap,)=e,.
La igualdad [ax(ap,)](1)=a(1)a(1)p,(1)=1 es trivial
Ahora, para n= I,p PM=p " p,2  pl>2, consideremos las
divisiones euclideasv =ku +r, O<r,<k-1 ,de maneraque

n:plvlpzvz.” pyV: plkulpzkuz.“ pskuxplrlpzrz pSrS:

nk i
= (p1u1p2u2“. psus)k(plrlpzrz psrs) (3.11)

Ahora, en la sumatoria del ultimo miembro de las igualdades
[a=(ap)](n) =0§a(n/d)a(d)pk(d)=
=a(n) +d; a(n/d)a(d)p,(d)+a(l)a(n)p, (1)

=a<n>id/zdn&n/dm(d)pk(d)+a(n)pk(n> (3.12)
1<d<n
los factores a(d) se anulan salvo que de{m* me#_,}, es decir,
d
d=p *"1p,a p M= @p,"1p, 2 p Pye=gh (3.13)

donde O<wi<uiparatodoie{1,2,...,s}. Entonces, de (3.12)
obtenemos

[a*(apk)](n)=a(n);;a(n/dk)a(dk)pk(dk)+a(n)pk(n) (3.14)

1<d*<n
donde
(n/dk):plk(ul»wl)+rl pZk(uz-wz)wzmpSk(us-ws)wx € {mk: m EN}
= r,=r,=...=r=0en=n* e{mhmen

La razon es simple: si p *“am p koipry - p kusigrs =
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p.,**p,*"... p *", entonces k(u,-w)+ r,=kh ,esdecirr =k(h-
u+w).Sih-u+w=0,tendriamosr, >k,lo que es absurdo. Porlo
tanto, necesariamente 2 =u -w,y por ende [de las igualdades
k(u,-w)+ r,=kh ]obtenemosr =0.

Hemos probado que si n¢{m:mex_} entonces (n/
ae¢{mtmex ,} ypor lo tanto, de (3.14) tenemos, en este ca
SO:

[a«(ap))(n)=a(n)+a(n)p, (n)=0

Ahora, sin=rn*e{m*:me¥_,}, entonces d*/ ni* sii d/ ni: basta
observar los factores primos en las descomposiciones 7%=
p.frp e p ks y d = p **1pkva p s Entonces, en este
caso tenemos

lax(ap )12 = a(a)+5a(n"/a a(avp, (@)*="
ae:Mka(flk)+d/Z a (k) P, (dk):a(ﬁk)_ka(ﬁk)d/z pk(dk):

=a(@9eg p, (4)]=a(i") 3 p, (d)=

a>1
=a(af)yp(d)=a(n)1*pl(A)=a(n)e (7)=0

paratodo7>10O

Corolario 3.2: Si a€ M,, entonces para cada primo p y cada
entero positivo m:

=1 if m =0
a -t (pm= =0 if m #0,k
=-a(p® m =k

Demostracion:a** (p™=a(p™) p,(p™=0sim#k,1, pues
a(p™ =0 en este caso. Ahora: a"'(p"=a(p®p, (p"H=a(ph
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u(p)=-a (p" o

El siguiente teorema es la version invariante del anterior.

TEOREMA 3.2 Paracadaa € (#, ") "y cada entero positivor,
existe unaunicasecuencia(d,,d,,..., d,)€(M )5"x (M,)5®
X...x (M,)*®yun tnico a’, € (B talesque a=d *d,*
ak:':a”k

Demostracion: De la factorizacion a=d +d,*...x d,*qa’,
tenemos que para cadayeS(P):

ar=(a,) (@, +...x(d)"(a" )" (3.15)

Si a esinvariante:

a=(a,)(a,)r*...x(a)* (a")" (3.16)

PorelLema 3.1, tenemos que (d)"= a'. €M, (=1,k)y(a")"=
a",€B,, es decir:
a:a'l*a' I a' * a"' (3'17)

2 k k

Ahora la unicidad de la factorizacion a=d, *d,*...*
a, a}lmphcaque (@a)r=a',=a,(i=1, k) y(a,” )V—a"‘—a”.
Dado que esto ocurre con cada yES (P, hemos demostrado
que si a es invariante, sus factores son necesariamente

invariantes. o

Observacion 3.3: Si a es invariante, entonces es constante
sobre el conjunto de primos, digamos a(p)=a para todo primo
p; si ademas es fuertemente multiplicativa, entonces

a(prVp(n)) — Hp a(p)vp(n): Hpavp(n):a;l’p(n):ag(n)

Formulas analogas se obtienen paralasfunciones fuertemente
multiplicativas en cuadrados, cubos, etc. Por lo tanto, cuando
a es invariante, sus primeros factores son de la forma d,(n)=
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a,%M a,(n*)= a,*™, (yseanula en los no-cuadrados), etc.
Esto facilita el calculo de los factores d..

Ejemplo 3.1: Algunos factores de la funcion divisor.
Utilizaremos, para abreviar, la notacion para esta funcion, en
lugar de la mas actual . Existen varias expresiones conocidas
para esta funcion, que cuenta la cantidad de divisores de cada
nuamero entero positivo t(n)=y d/nl:(1='-i)(n)=1'[p[1+vp(n)]: .Se trata
de una funcion claramente invariante y en su factorizacion de
tercerorden t=7,*7,*7,*7", tenemos (los calculos no
son triviales):

0 sinno es un cuadrado

2 () =220 £ (n)=
Bim =277, () {1(\/;):(—1)9(&) sin es un cuadrado,

. 0 sinno es un cubo
7;(n) =

(—2)9(*/;) sin es un cubo,

1 si n=1

", (n)=40 si Fp: v,(m) €{1,2}

3[[[3—v,(n)] enotrocaso
P

La funcion A del segundo factor es la funcion de Liouville.

Ejemplo 3.2: Factorizacion de la funcion de Mobius: mediante
un calculo directo o bien utilizando la serie de Dirichlet de la
funcién de Liouville, se obtiene la factorizacién (para cada
entero positivo k)

E=ADE A @52 @D5 1 2Py D (3.18)
donde
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1 Si n=1
A0(m)={ 0 si ng{mi:mex_}
AVn) Si ne{m:mex_,}
y, analogamente.
1 si. n=1
1D ()= 0 si ng{mtimen )}
utn) si ne{mtimen ,}

Es evidente que la factorizacion de una funcion a € 4 * induce
una factorizacion de su serie de Dirichlet y reciprocamente.
Segun los casos, puede resultar mas sencillo una factorizacion
que otra, pero no cualquier factorizaciéon de la serie de
Dirichlet de @ induce la factorizacion de a dada por el Teorema
3.1, pues en ésta los factores tienen una forma muy especifica.
Un fendmeno totalmente andlogo ocurre con las series de Bell,
CcOmMOo veremos a continuacion.

4. Factorizacion de series de Bell y de series de Fourier
fuertemente convergentes

Para cada funcion a:# — ¢ y cada primo p, la p-serie de Bell
de a es, por definicion, la serie formal

B,,(x)= ogoa(p")x" (4.1)

Las series de Bell, al igual que las series de Dirichlet, tienen
la siguiente propiedad, muy conocida y sencilla de probar:
para todo par de funciones numéricas ay by cada primo p:

Bau,(X)= B, (x) B, (x) (4.2)

Algunos ejemplos notables:

1)331,1,(35):1 ;e (m)=8, (eslaunidad para el producto =).
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2),81p(x)- 1/(1 x); H(n) = 1 (constante).

3) ,Bm(x) = 1-x; peslafuncion de Mobius:
1 si v,=v,=...=v = |1
pO=1y p,"1p,">.D,"I=\ o s 3v 2

4B, p(x)— i pes la «funcion fi» de Euler:

¢>(n)=card{ke{1,2,...,n}.mcd(k,n)—1}
S)ﬂmkp(x)— s Id,(n)=n*

1
— dk
R L,

7) ﬁlp(x)= 1 ; Aesla funcion de Liouville: A(n)=(-1)*® , donde
1+x

65, ) (x)=

Q(n)=0 (I1,p*") =% ,v,(n)

Varias de estas expresiones se obtienen utilizando otra
propiedad muy conocida (y ain mas sencilla de deducir) de
estas series: si a es fuertemente multiplicativa, entonces:

_ v n n:oo n n;
Bo, ()= Zalpnxr=yap) et ——ro 4.3)

Ahora, comenzaremos a ver algunas consecuencias de los
resultados originales presentados en los parrafos anteriores.
En primer lugar, si a(1)=1, para cada entero positivo k&, la
factorizaciona=d,*d,*... d,*q" yla1dent1dad(4 2)inducen,

1 2
para cada primo p, una factorizacion

Bop(X)=B, ,()B, ,(x)...B, (x) B (%) (4.4)

Dado que d, es fuertemente multiplicativa,
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11
Ba, =15 yx T-alpx (4.5)

(Respecto de la segunda igualdad, ver corolario 3.1). Ahora
bien, 4, se anula en los no-cuadrados y es fuertemente
multiplicativa en cuadrados, por lo tanto

'de,p(x) :onOZdZ(pn)xnzZdz(ka)kaZZdz(pZ)kak: 1

1-a,(pHx?
4.6)
Procediendo de la misma manera con los subsiguientes

factores del miembro derecho de (4.4), obtenemos la siguiente
factorizacion de la p-serie de Bell de a:

(x)
B,,(x)=

“"kp

[1-a@)x][1-6 , (D). [1-d (@) @7

Finalmente a,"€B,, la funcion se anula en todas las
potencias p,p?,...,p*yesa,"(1)=1, por lo tanto,

ﬁak”‘p(x): Zoaku(pn)xnzl_,_xku Zoaku(pkum)xn (4.8)

Obsérvese que, respecto de la topologia dada por el
ideal maximal en el anillo de series formales ¢{[x]], se
tienekL ﬂ)nmﬁak,.,p(x)=0. Para observar esto desde el punto
analitico,” conviene considerar a la variable x como un
infinitésimo, con lo cual resulta que x*** es un infinitésimo
de orden k +1. Pero esta observacion es parte de la relacion
natural que existe entre las series formales de coeficientes
complejos y las funciones analiticas en torno del 0. En este
sentido, es interesante comparar la factorizacion (4.7) con el
Teorema de Factorizacion de Weierstrass y su primo cercano,
el Teorema de Mitag-Leffler: asociando la serie de Bell del
miembro izquierdo con una funcién meromorfa, el miembro
derecho es una factorizacion de dicha funcién en la que sus
polos aparecen explicitamente. Mas precisamente: sea
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a€# "(¢) un elemento de orden polindmico, es decir: existe
unaconstanterealctalque|a(n)|<n¢ paratodon.Noesdificil
(aunque no trivial) probar que el conjunto de los elementos de
orden polindmico de #,*(¢) es un subgrupo de #_*(¢). Dado
un prlmo p, sea [ la func1on de variable compleja tal que
[, Z a( p"z". El radlo de convergencia de esta serie es >1/
p°y por lotantof,, es analitica en —al menos— el disco . En
este disco Dp_c:{ze(l: |z|<p-}, la identidad (4.7) induce la
factorizacion

[0 =

(o))
1 +Zk+1nzo ak” (pk+1+n)zn

[1-a(p)zll1-a, (p*)z?]....[1-a4,(p")z"]
(4.9)

en un entorno de O.

Veamos ahora las consecuencias del otro concepto original
presentado en este trabajo: si a es invariante, entonces para
todo primo p, todo entero positivo n y toda permutacion y €
S(P):

a(pr)=ar (p")=a(y(p)") (4.10)

y dado que el grupo S(P) actua transitivamente en P, los
coeficientes a(p")de la serie de Bell de a no dependen del
nuamero primo p, es decir:

notacion

B, ,(x)= §g<p">xn=°§oan an "2 B (x) 4.11)

Obseérvese, en la lista de ejemplos anterior, que algunas
series de Bell no dependen, efectivamente, del primo p. Es
muy sencillo de ver que la funcion de Moéebius y de Liouville
son invariantes, asi como la funcion divisor o(n)=7Y and
cantidad de divisores de n. De todos modos, que las series
de Bell de a no dependan de p es condicién necesaria no
suficiente para la invariancia de a. Por ejemplo, la funcion
a:N-¢ talquea(1)=1, a(p*)=0 para todo primo py todo
entero positivo &, y a(n) = n si n no es potencia de un primo, es
un contraejemplo sencillo.
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Utilizando el Teorema de Factorizaciéon Invariante, vemos
que para todaa €A *(¢)¥" y todo entero positivo k:

B (%)
[1-ax][1-a,x]....[1-ax"] (4.12)

B, (x)=

donde «a,,a,,..,a, son constantes que dependen de a.
Terminaremos esta exposicion con un ejemplo de
factorizacion series de Fourier fuertemente convergentes, es
decir, de series de la forma

< u” ino
)= —e 4.13)

donde la sucesion de coeficientes 1 es de orden polinémico:
existe una constante real ¢ tal que |u |<n° para todo n. El
radio de convergencia es al menos 2. Entonces, la funcion f
definida en (4.13) es la restriccion a la circunferencia central

unitaria de la funcién h(z):ozo %ﬂ znzof un(% n, holomorfa en el
n=0 n=0

disco D,={z€¢:|z|<2} (al menos).
Para la funcion de Md6bius, con la notacion precedente y la
utilizada en la factorizacion (3.18), tenemos:

B(x)=5u(p")x"=1-x
:B,u(zkﬂ)(x) :ioﬂ(zkﬂ)(p”)x": °Z°:ﬂ(2k+1)((ph)2k+1)xh2k+1=§ﬂ(ph)
n=0 h=0 =0

xh2k+1: 1_x2k+1

B(x)=5A(pM) =51 =l <1

Bo(®)=E A0 (=5 A0 (p)x"=5 A(pNx"=F (-1)'(w')'=
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-1
_1+xi’|x|<1

Entonces, la factorizacién (3.18) induce la identidad (para
cada complejo x tal que |x|<1 y cada entero positivo k):

1-x= 1 1 1 1 1 (1_x2k+1)

(1+x) (T+x2= (1+x2* (1+22°) " (1+x2"

4.14)

Es decir:

k+1
1_x2 k n

=[[(1+x2),|x|<1

1-x ,go( 1%l (4.15)

Para k— o se obtiene un producto infinito conocido (y no
trivial). Ahora, eligiendox=(1/2)e?, 6€[-1m,m]:

€2k+119
© e 1 TFT [j(1+1 e
20 2n 1-(1/2)e° 1(e19/2) =0 (4.16)

(tomando limite para k& — o se obtiene la igualdad exacta).
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Abstract

It is well known that the ring of the number theoretical
functions, a central object in the analytical number theory,
is a UFD. But the units abound in this ring, thus each prime
element has too many associates and this fact reduces the
effectiveness of the unique factorization property. In this
work we found a factorization of the units that may be a useful
complement for the classical prime factorization. On the other
hand, we introduce an action - which we call the prime action
- of the infinite permutation group S(w)on the ring, and we
obtain an invariant version of the factorization theorem. The
Bell series are the natural generating series for the invariant
functions and we close the present article with an application
of our results to a natural factorization of the Bell series and
the strongly convergent Fourier series.



